Probleme

Arithmétique et probabilités

Notations

Soit P I'ensemble des nombres premiers. Pour n dans N*| on note £, Ien-
semble {1,2, ... .n}, P, 'ensemble PN Eq el T(n) le cardinal de P,.

Si k est dans N*, soient d(k) le nombre de diviseurs de % dans N*, w(k) le
nombre de diviseurs premiers de k. Q(K) e nombre de diviscurs de & qui sont
des nombres primaires. ¢’est-a-dire de la forme p',pe Pic N*..

Si k est dans N* et p dans P, on note Up(k) la p-valuation de k, c'est-a-dire
'exposant de p dans la décomposition de k en facteurs premiers.

Nous adopterons un point de vue probabiliste. Pour n dans N*, on munit

bl

donc &, de la probabilité uniforme. Si J € &, on note X, la variable de
Bernoulli définie sur &, par ()

Agm = Ly
On note X, la variable aléatoire « nombre de diviseurs », ¥, la variable aléatoire

«nombre de diviseurs premiers », Z,, la variable aléatoire « nombre de diviscurs
primaires ».

But et organisation du probléeme

On se propose de calculer les moyennes de d, «w et Q sur £, d’estimer asymp-
totiquement ces moyennes lorsque n tend vers -+oc et d’étudier dans quelle me-
sure ces moyennes sont significatives. La partie I est consacrée an calcul et i
'estimation des moyennes. La partie I1 étudie la dispersion des variables aléa-
toires Les résultats des parties I1.B et I1.C ont été découverts par Hardy et
Ramanujan. La démonstration probabiliste proposée ici est due @ Turan.

I. Moyennes des fonctions d, w et

A. Majoration de Tchebychev

2m+ 1 <
m - '

- . . . - - . ‘! 3 ]
Indication. On pourra appliquer la forinule du bindme & (1 4 1)+

. 2m+1
H p divise .
m

PEP2 -1\ Pra s

1. Soit m dans N*.
a) Montrer :

b) Montrer que :



2. Montrer, pour tout n de N*, I'inégalité :
H p< qn

Indication. Raisonner par récurrence sur n.

3. a) Soient n dans N*, m dans &,, avec 2 < m,4 < n. Montrer :

nin4

II(n) < +11(m) -
Inm
P
/Q))J,I\r‘lontrer finalement :
n
), 5.0 ()

B. Les variables aléatoires X;, ; moyenne de d

1n

Soient n dans N*, i dans &,,.

4. Pour 7 dans &,, reconnaitre la loi de la variable aléatoire X; ., puis déter-
miner 'espérance ct la variance de cette variable aléatoire.

5. a) Relier les fonctions d,w, 2 ct les variables aléatoires Xp, Y. Zn. Expri-
mer (n) & l'aide des valuations v,(n) pour p dans P.

b) Ecrire les variables aléatoires X, Yy, Z, comme somines de variables
aléatoires de la forme X ,,.

6. a) Montrer :

n

E(Xn) = :_1 Z d(k) =

k=1

- |-

S =
T

7

_ZL

b) Montrer :
E(Xa)=Inn+0(Q).

C. Encadrement de d a 'aide de w et 2

7. Soit k dans N°.
a) Exprimer d(k) a I'aide de la décomposition de k en facteurs premiers.

b) Montrer :
2+ < d(k) < 20,

D. Formule de Legendre

Soient n dans N* et p dans P.

8. Pour ¢ dans N*, déterminer le nombre d'éléments de £, dont la p-valuation
" est égale a ¢ et en déduire :

v =Y 15

1 P




9. Montrer :

n n n
- —1<y(n!) < =+

» p o plp-1)

E. Estimations de Mertens

Pour n dans N°, soient

— Inp — 1
S = — el T, = -
' L P = 2 P
PEPy PEP,
@ En utilisant P'estimation : In(n!) = ninn + O(n) et les questions 3 et 9,
montrer :

Sp=Inn+ 0O(1).

11. Justifier 'existence d'un réel ¢ tel que :

— 1
k}:z g = ) £+ o(1).

12. a) Si n est un entier supérieur ou égal a 2, montrer :

(L ! S
T = S — " i
" 1\-2;2(]"16 ln(k+l)>‘sk+ In(re+1)
b) Montrer :
T, = In(Inn) + O(1).

F. Moyennes de w et 2

13. a) Montrer, pour n dans N* :

n

)=y ek =2 D12 EZ) = 0= s Y uin)

n
k=1 PEP,

b) Montrer :

E(Ys) =In(lnn) + O(1), E(Zy) = In(Inn) + O(1).

I1. Dispersion des fonctions d, w et 2

A. Dispersion de w
14. Soit n dans N”

a) Montrer :

Y V(Xpa) = In(Inn) + O(1).

PEPn

Soient p et q deux éléments distincts de Py.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

b) Montrer :

) ; = I n Lin||n»
C()V (z\,)'yn'\f} ?l) == n ([E] - 7 [7’] [{’]) -

¢) Montrer :

, 1l 1
Cov {Xoisy Kyn] S == +=
nyp q

Montrer :
V(Y,) = In(Inn) + O(1).

Soit ¢ dans R**. En utilisant l'inégalité de Tchebychev, montrer que le
nombre d’éléments k de &, tels que :

lw(k) = In(Inn)| > eIn(Inn)

n
ol —— |-
(ln(lnn))
Soit ¢ dans R**. Montrer que le nombre d’éléments k de &, tels que :

l(k) = In(In k)| > eln(In k)

° ()

B. Dispersion de {2 et d
Soit ¢ dans R**. Montrer que le nombre d'éléments k de £, tels que :

1Q(k) — In(Inn)| > eln(lnn)

° (i)

Indication. Utiliser I'inégalité w < 2 et la question 14.b).
Soit € dans R' . Montrer que le nombre d'éléments & de &, tels que :

d(k) < (Inn)"?™ ou  d(k) > (Inn)" 2"

"
0 (ln(ln n.))

Que peut-on déduire de ce résultat et de celui établi en 6.b)?

cst

est

est.

est,

donc o(n).

C. Une application aux tables de multiplication

Si n est dans N*, soit M, le nombre d’entiers pouvant s’écrire comme
produit de deux éléments de ;.

Donner une estimation de M,, lorsque n tend vers +0o0 montrant. en par-
ticulier que :

M,=o0 (71.2) :
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